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高等数学公式

导数公式：

基本积分表：

三角函数的有理式积分：

22

2

2 1
2

21
1cos

1
2sin

u
dudxxtgu

u
ux

u
ux










 ，　，　，　

ax
x

aaa
ctgxxx

tgxxx
xctgx

xtgx

a

xx

ln
1)(log

ln)(

csc)(csc
sec)(sec
csc)(

sec)(
2

2












2

2

2

2

1
1)(

1
1)(

1
1)(arccos

1
1)(arcsin

x
arcctgx

x
arctgx

x
x

x
x























 

 


















Caxx
ax

dx

Cshxchxdx

Cchxshxdx

C
a

adxa

Cxctgxdxx

Cxdxtgxx

Cctgxxdx
x

dx

Ctgxxdx
x

dx

x
x

)ln(

ln

csccsc

secsec

csc
sin

sec
cos

22

22

2
2

2
2

C
a
x

xa
dx

C
xa
xa

axa
dx

C
ax
ax

aax
dx

C
a
xarctg

axa
dx

Cctgxxxdx

Ctgxxxdx

Cxctgxdx

Cxtgxdx










































arcsin

ln
2
1

ln
2
1

1

csclncsc

seclnsec

sinln

cosln

22

22

22

22
















 

C
a
xaxaxdxxa

Caxxaaxxdxax

Caxxaaxxdxax

I
n
nxdxxdxI n

nn
n

arcsin
22

ln
22

)ln(
22

1cossin

2
2222

22
2

2222

22
2

2222

2

2

0

2

0





世纪文都教育科技集团

地址：北京市海淀区知春路 1 号学院国际大厦 20 层 官网：www.wenduedu.com 电话：400-011-8090
2

一些初等函数： 两个重要极限：

三角函数公式：

·诱导公式：

函数

角 A
sin cos tg ctg

-α -sinα cosα -tgα -ctgα
90°-α cosα sinα ctgα tgα
90°+α cosα -sinα -ctgα -tgα
180°-α sinα -cosα -tgα -ctgα
180°+α -sinα -cosα tgα ctgα
270°-α -cosα -sinα ctgα tgα
270°+α -cosα sinα -ctgα -tgα
360°-α -sinα cosα -tgα -ctgα
360°+α sinα cosα tgα ctgα

·和差角公式： ·和差化积公式：
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·倍角公式：

·半角公式：
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·正弦定理： R
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 ·余弦定理： Cabbac cos2222 

·反三角函数性质： arcctgxarctgxxx 
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高阶导数公式——莱布尼兹（Leibniz）公式：
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中值定理与导数应用：

拉格朗日中值定理。时，柯西中值定理就是当

柯西中值定理：

拉格朗日中值定理：
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直线：

点的曲率：

弧长。：化量；点，切线斜率的倾角变点到从平均曲率：

其中弧微分公式：
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定积分的近似计算：
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抛物线法：

梯形法：

矩形法：

定积分应用相关公式：
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均方根：

函数的平均值：

为引力系数引力：

水压力：

功：

空间解析几何和向量代数：

。代表平行六面体的体积

为锐角时，向量的混合积：

例：线速度：

两向量之间的夹角：

是一个数量

轴的夹角。与是向量在轴上的投影：

点的距离：空间
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（马鞍面）双叶双曲面：

单叶双曲面：

、双曲面：

同号）（、抛物面：

、椭球面：

二次曲面：

参数方程：其中空间直线的方程：

面的距离：平面外任意一点到该平

、截距世方程：

、一般方程：

，其中、点法式：

平面的方程：

1

1

3

,,
22

2

11

};,,{,

13

02
),,(},,,{0)()()(1

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

22

2

2

2

2

2

2

0

0

0
000

222

000

0000000









































c
z

b
y

a
x

c
z

b
y

a
x

qpz
q
y

p
x

c
z

b
y

a
x

ptzz
ntyy
mtxx

pnmst
p
zz

n
yy

m
xx

CBA

DCzByAx
d

c
z

b
y

a
x

DCzByAx
zyxMCBAnzzCyyBxxA





多元函数微分法及应用
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隐函数的求导公式：
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：多元复合函数的求导法

全微分的近似计算：

　　　全微分：
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　　　隐函数方程组：

微分法在几何上的应用：
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、过此点的法线方程：

：、过此点的切平面方程

、过此点的法向量：
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重积分及其应用：
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









，　　，　　

，其中：的引力：轴上质点平面）对平面薄片（位于

轴　　对于轴对于平面薄片的转动惯量：

　　平面薄片的重心：

的面积曲面

柱面坐标和球面坐标：




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
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

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
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，　　，　　转动惯量：

，　　其中　　　　重心：

，　　球面坐标：

其中：

　　　柱面坐标：

曲线积分：




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
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
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







　　特殊情况：　　

则：　　的参数方程为：上连续，在设

长的曲线积分）：第一类曲线积分（对弧
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。，通常设

的全微分，其中：才是二元函数时，＝在

：二元函数的全微分求积

注意方向相反！减去对此奇点的积分，

，应。注意奇点，如＝，且内具有一阶连续偏导数在，、

是一个单连通区域；、

无关的条件：平面上曲线积分与路径

的面积：时，得到，即：当

格林公式：格林公式：

的方向角。上积分起止点处切向量

分别为和，其中系：两类曲线积分之间的关

，则：的参数方程为设

标的曲线积分）：第二类曲线积分（对坐
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y
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L
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曲面积分：

 

 

 

 



 

 























dsRQPRdxdyQdzdxPdydz

dzdxzxzyxQdzdxzyxQ

dydzzyzyxPdydzzyxP

dxdyyxzyxRdxdyzyxR

dxdyzyxRdzdxzyxQdydzzyxP
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D

D

D

D
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)coscoscos(

]),,(,[),,(

],),,([),,(

)],(,,[),,(

),,(),,(),,(

),(),(1)],(,,[),,( 22

系：两类曲面积分之间的关

号。，取曲面的右侧时取正

号；，取曲面的前侧时取正

号；，取曲面的上侧时取正

，其中：对坐标的曲面积分：

对面积的曲面积分：

高斯公式：
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 

 

 

 

 

 







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
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
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


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n

n







div

)coscoscos(

...,0div,div

)coscoscos()(

成：因此，高斯公式又可写

，通量：

则为消失的流体质量，若即：单位体积内所产生散度：

—通量与散度：—高斯公式的物理意义







斯托克斯公式——曲线积分与曲面积分的关系：

 



 

 



 







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

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







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




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

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
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
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











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
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
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RdzQdyPdxdxdy
y
P
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



的环流量：沿有向闭曲线向量场

旋度：

，　，　关的条件：空间曲线积分与路径无

上式左端又可写成：

kji

rot

coscoscos

)()()(



常数项级数：

是发散的调和级数：

等差数列：

等比数列：

n

nnn

q
qqqq
n

n

1
3
1

2
11

2
)1(321

1
11 12









 







级数审敛法：
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散。存在，则收敛；否则发

、定义法：

时，不确定

时，级数发散

时，级数收敛

，则设：

、比值审敛法：

时，不确定

时，级数发散

时，级数收敛

，则设：

别法）：—根植审敛法（柯西判—、正项级数的审敛法

nnnn

n

n

n

n
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
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。的绝对值其余项，那么级数收敛且其和如果交错级数满足

—莱布尼兹定理：—的审敛法或交错级数
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绝对收敛与条件收敛：





 











时收敛

１时发散ｐ
　　级数：　　

收敛；　　级数：

收敛；发散，而调和级数：

为条件收敛级数。收敛，则称发散，而如果

收敛级数；肯定收敛，且称为绝对收敛，则如果

为任意实数；，其中
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幂级数：
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时，

时，

时，

的系数，则是，，其中求收敛半径的方法：设

称为收敛半径。，其中

时不定

时发散

时收敛

，使在数轴上都收敛，则必存

收敛，也不是在全，如果它不是仅在原点　对于级数

时，发散

时，收敛于
　　













函数展开成幂级数：









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时即为麦克劳林公式：

充要条件是：可以展开成泰勒级数的余项：

函数展开成泰勒级数：



一些函数展开成幂级数：

)(
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欧拉公式：
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三角级数：

。上的积分＝

在任意两个不同项的乘积正交性：

。，，，其中，

0
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傅立叶级数：
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是偶函数　　　，余弦级数：

是奇函数　　　，正弦级数：

（相减）

（相加）

　

　　　

　　　

其中

，周期
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周期为 l2 的周期函数的傅立叶级数：
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其中

，周期







微分方程的相关概念：

即得齐次方程通解。

，代替分离变量，积分后将，，，则设

的函数，解法：，即写成程可以写成齐次方程：一阶微分方

称为隐式通解。　　得：

的形式，解法：为：一阶微分方程可以化可分离变量的微分方程

　或　一阶微分方程：
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一阶线性微分方程：
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dxxP

，、贝努力方程：

时，为非齐次方程，当

为齐次方程，时当

、一阶线性微分方程：

全微分方程：

通解。应该是该全微分方程的

，，其中：

分方程，即：中左端是某函数的全微如果

Cyxu

yxQ
y
uyxP

x
udyyxQdxyxPyxdu

dyyxQdxyxP















),(

),(),(0),(),(),(

0),(),(

二阶微分方程：

时为非齐次

时为齐次
，

0)(
0)(

)()()(2

2






xf
xf

xfyxQ
dx
dyxP

dx
yd

二阶常系数齐次线性微分方程及其解法：

21

22

,)(2
,,(*)0)(1

,0(*)

rr
yyyrrqprr

qpqyypy

式的两个根、求出

的系数；式中的系数及常数项恰好是，，其中、写出特征方程：

求解步骤：

为常数；，其中






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式的通解：出的不同情况，按下表写、根据 (*),3 21 rr

的形式， 21 rr (*)式的通解

两个不相等实根 )04( 2  qp xrxr ececy 21
21 

两个相等实根 )04( 2  qp xrexccy 1)( 21 

一对共轭复根 )04( 2  qp

2
4

2

2

21

pqp

irir










，

，

)sincos( 21 xcxcey x  

二阶常系数非齐次线性微分方程

型

为常数；型，

为常数，

]sin)(cos)([)(

)()(

,)(

xxPxxPexf

xPexf
qpxfqyypy

nl
x

m
x














概率公式整理

1．随机事件及其概率

吸收律：

AABA
AA

A





)( ABAA
A

AA






)(

)(ABABABA 

反演律： BABA  BAAB 


n

i
i

n

i
i AA

11 

 
n

i
i

n

i
i AA

11 



2．概率的定义及其计算

)(1)( APAP 

若 BA )()()( APBPABP 
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对任意两个事件 A, B, 有 )()()( ABPBPABP 

加法公式：对任意两个事件 A, B, 有

)()()()( ABPBPAPBAP 

)()()( BPAPBAP 

)()1()()()()( 21
1

1111
n

n
n

nkji
kji

nji
ji

n

i
i

n

i
i AAAPAAAPAAPAPAP  



 

3．条件概率

 ABP
)(
)(

AP
ABP

乘法公式

  )0)(()()(  APABPAPABP

   
)0)((

)()(

121

12112121









n

nnn

AAAP
AAAAPAAPAPAAAP




全概率公式





n

i
iABPAP

1

)()( )()(
1

i

n

i
i BAPBP 



Bayes 公式

)( ABP k )(
)(

AP
ABP k




 n

i
ii

kk

BAPBP

BAPBP

1

)()(

)()(

4．随机变量及其分布

分布函数计算

)()(
)()()(

aFbF
aXPbXPbXaP



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5．离散型随机变量

(1) 0 – 1 分布

1,0,)1()( 1   kppkXP kk

(2) 二项分布 ),( pnB

若 P ( A ) = p

nkppCkXP knkk
n ,,1,0,)1()(  

* Possion 定理

0lim 


nn
np

有

,2,1,0
!

)1(lim



 



k
k

eppC
k

kn
n

k
n

k
nn



(3) Poisson 分布 )(P

,2,1,0,
!

)(   k
k

ekXP
k

6．连续型随机变量

(1) 均匀分布 ),( baU







 


其他,0

,1
)(

bxa
abxf
















1

,

,0

)(
ab
axxF

(2) 指数分布 )(E





 




其他,0

0,
)(

xe
xf

x
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






  0,1
0,0

)(
xe
x

xF x

(3) 正态分布 N ( ,  2 )





xexf

x
2

2

2
)(

2
1)( 





 





x

t

texF d
2
1)( 2

2

2
)(






* N (0,1) — 标准正态分布




xex
x
2

2

2
1)(




  


xtex

x t

d
2
1)( 2

2



7.多维随机变量及其分布

二维随机变量( X ,Y )的分布函数

  


x y
dvduvufyxF ),(),(

边缘分布函数与边缘密度函数

 





x

X dvduvufxF ),()(





 dvvxfxf X ),()(

 





y

Y dudvvufyF ),()(





 duyufyfY ),()(

8. 连续型二维随机变量

(1) 区域 G 上的均匀分布，U ( G )





 

其他,0

),(,1
),( Gyx

Ayxf
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(2) 二维正态分布






 









 










yx

eyxf
yyxx

,
12

1),(
2

2

2
2

21

21
2

1

2
1

2
)())((

2
)(

)1(2
1

2
21
















9. 二维随机变量的 条件分布

0)()()(),(  xfxyfxfyxf XXYX

0)()()(  yfyxfyf YYXY









 dyyfyxfdyyxfxf YYXX )()(),()(









 dxxfxyfdxyxfyf XXYY )()(),()(

)( yxf YX )(
),(

yf
yxf

Y


)(

)()(

yf

xfxyf

Y

XXY

)( xyf XY )(
),(

xf
yxf

X


)(

)()(

xf

yfyxf

X

YYX

10. 随机变量的数字特征

数学期望







1

)(
k

kk pxXE





 dxxxfXE )()(

随机变量函数的数学期望

X 的 k 阶原点矩

)( kXE

X 的 k 阶绝对原点矩

)|(| kXE
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X 的 k 阶中心矩

)))((( kXEXE 

X 的 方差

)()))((( 2 XDXEXE 

X ,Y 的 k + l 阶混合原点矩

)( lkYXE

X ,Y 的 k + l 阶混合中心矩

 lk YEYXEXE ))(())(( 

X ,Y 的 二阶混合原点矩

)(XYE

X ,Y 的二阶混合中心矩 X ,Y 的协方差

 ))())((( YEYXEXE 

X ,Y 的相关系数

XYYDXD
YEYXEXE 









 
)()(

))())(((

X 的方差

D (X ) = E ((X - E(X))2)

)()()( 22 XEXEXD 

协方差

 ))())(((),cov( YEYXEXEYX 

)()()( YEXEXYE 

 )()()(
2
1 YDXDYXD 

相关系数
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)()(
),cov(
YDXD

YX
XY 

线性代数部分

梳理：条理化，给出一个系统的，有内在有机结构的理论体系。

沟通：突出各部分内容间的联系。

充实提高：围绕考试要求，介绍一些一般教材上没有的结果，教给大家常见问题的实用而简捷的方法。

大家要有这样的思想准备：发现我的讲解在体系上和你以前学习的有所不同，有的方法是你不知道的。

但是我相信，只要你对它们了解了，掌握了，会提高你的解题能力的。

基本运算

① ABBA 

②    CBACBA 

③   cBcABAc    dAcAAdc 

④    AcddAc 

⑤ 00  ccA 或 0A 。

  AA TT 

  TTT BABA 

   TT AccA  。

  TTT ABAB 

    
2

1211 2 


nnCnn n

nnAaAaAaD 2222222121  

转置值不变 AAT 

逆值变
A

A 11 

AccA n

 ,,,,,, 2121 

 321 ,, A ，3 阶矩阵
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 321 ,, B

BABA 

 332211 ,,   BA

332211 ,,   BA

BA
B

A
B

A





 0
0

   1, cjiE

有关乘法的基本运算

njinjijiij bababaC  2211

线性性质   BABABAA 2121  ，

  2121 ABABBBA 

     cBAABcBcA 

结合律    BCACAB 

  TTT ABAB 

BAAB 

lklk AAA 

  kllk AA 

  kkk BAAB  不一定成立！

AAE  ， AEA 

  kAkEA  ，   kAAkE 

EBAEAB 
与数的乘法的不同之处

  kkk BAAB  不一定成立！

无交换律 因式分解障碍是交换性

一个矩阵 A的每个多项式可以因式分解，例如

  EAEAEAA  3322
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无消去律（矩阵和矩阵相乘）

当 0AB 时 0 A 或 0B
由 0A 和 00  BAB
由 0A 时 CBACAB  （无左消去律）

特别的 设 A可逆，则 A有消去律。

左消去律： CBACAB  。

右消去律： CBCABA  。

如果 A列满秩，则 A有左消去律，即

① 00  BAB
② CBACAB 

可逆矩阵的性质

i）当 A可逆时，

TA 也可逆，且    TT AA 11 
 。

kA 也可逆，且    kk AA 11 
 。

数 0c ， cA也可逆，   11 1   A
c

cA 。

ii） A，B是两个 n阶可逆矩阵 AB 也可逆，且   111   ABAB 。

推论：设 A， B是两个n阶矩阵，则 EBAEAB 

命题：初等矩阵都可逆，且

    jiEjiE ,, 1 

    















c
iEciE 11

      cjiEcjiE  ,, 1

命题：准对角矩阵
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kkA

A
A

A

000
000
000
000

22

11


 可逆每个 iiA 都可逆，记

1

1
22

1
11

1

000
000
000
000







 

kkA

A
A

A


伴随矩阵的基本性质：

EAAAAA  **

当 A可逆时， E
A
AA 

*
得

A
AA *1 

， （求逆矩阵的伴随矩阵法）

且得：      11* A
A
AA     














A
AAAA 1111 *

伴随矩阵的其他性质

①
1*  nAA , 1*  AAA

②     ,** TT AA 

③   ** 1AccA n ,

④   *,** ABAB 

⑤    kk AA **  ，

⑥   AAA n 2**  。 2n 时，   AA ** 












dc
ba

A*

关于矩阵右上肩记号：T ， k， 1 ，*
i) 任何两个的次序可交换，

如    TT AA **  ，

   ** 11   AA 等

ii)     111 ,   ABABABAB TTT
，

  *** ABAB 

但   kkk ABAB  不一定成立！

线性表示

s ,,,0 21 
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si  ,,, 21 

  sss xxx  221121 ,,, 有解

    xs,,, 21  有解   Tsxxx ,,1 

Ax 有解，即  可用 A 的列向量组表示

 srrrCAB ,,, 21  ，  nA  ,,, 21  ，

则 nsrrr  ,,,,,, 2121   。

st  ,,,,,, 2121   ，

则存在矩阵C，使得    Cst  ,,,,,, 2121  

线性表示关系有传递性 当 pst rrr ,,,,,,,,, 212121    ，

则 pt rrr ,,,,,, 2121   。

等价关系：如果 s ,,, 21  与 t ,,, 21  互相可表示 ts  ,,,,,, 2121  

记作 ts  ,,,,,, 2121   。

线性相关

1s ，单个向量， 0x 相关 0

2s ， 21 , 相关对应分量成比例 21 , 相关 nn bababa ::: 2211  

①向量个数 s =维数 n，则 n1 ,,   线性相（无）关  01  n 

 nA  ,,, 21  ， 0Ax 有非零解 0 A

如果 ns  ，则 s ,,, 21  一定相关

0Ax 的方程个数 n 未知数个数 s

②如果 s ,,, 21  无关，则它的每一个部分组都无关
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③如果 s ,,, 21  无关，而  ,,,, 21 s 相关，则 s ,,, 21 

证明：设 ccc s ,,,1  不全为 0，使得 011   ccc ss

则其中 0c ，否则 scc ,,1  不全为 0， 011  sscc   ，与条件 s ,,1  无关矛盾。于

是 s
s

c
c

c
c

  1
1 。

④当 s ,,1  时，表示方式唯一 s 1 无关

（表示方式不唯一 s 1 相关）

⑤若 st  ,,,, 11   ，并且 st  ，则 t ,,1  一定线性相关。

证明：记  sA  ,,1  ，  tB  ,,1  ，

则存在 ts 矩阵C，使得 ACB  。

0Cx 有 s个方程， t个未知数， ts  ，有非零解， 0C 。

则 0  ACB ，即也是 0Bx 的非零解，从而 t ,,1  线性相关。

各性质的逆否形式

①如果 s ,,, 21  无关，则 ns  。

②如果 s ,,, 21  有相关的部分组，则它自己一定也相关。

③如果 s 1 无关，而 s ,,1  ，则  s,,1  无关。

⑤如果 st   11  ， t 1 无关，则 st  。

推论：若两个无关向量组 s 1 与 t 1 等价，则 ts  。
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极大无关组

一个线性无关部分组  I ，若  I# 等于秩  I6421 ,,,  ，  I 就一定是极大无关组

① s ,,, 21  无关   ss  ,,, 21 

②    sss  ,, ,,,,  ,,, 12121  

另一种说法： 取 s ,,, 21  的一个极大无关组  I

 I 也是  ,,,, 21 s 的极大无关组   ,I 相关。

证明：      ,,,1 IIs   相关。

   
 









ss

ss
s 




,,/,1,, 
,,, 

,,, 
11

11
1 




③  可用 s ,,1  唯一表示     sss   ,,  ,,, 11 

④    stsst  ,, ,,,,, ,,,, 11111  

   st  ,, ,, 11  

⑤  ts  ,,,, 11       ttss  ,, , ,, 1111  

矩阵的秩的简单性质

   nmAr ,min0 

  00  AAr

A行满秩：   mAr 

A列满秩：   nAr 

n阶矩阵 A满秩：   nAr 

A满秩 A 的行（列）向量组线性无关

0 A

A 可逆

0 Ax 只有零解， Ax 唯一解。
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矩阵在运算中秩的变化

初等变换保持矩阵的秩

①    ArAr T 

② 0c 时，    ArcAr 

③      BrArBAr 

④       BrArABr ,min

⑤ A可逆时，    BrABr 

弱化条件：如果 A列满秩，则    BAB  

证：下面证 0ABx 与 0Bx 同解。

是 0ABx 的解 0 AB

  0B 是 0Bx 的解

B可逆时，    ArABr 

⑥若 0AB ，则     nBrAr  （ A的列数， B的行数）

⑦ A列满秩时    BrABr 

B行满秩时    ArABr 

⑧      BrArnABr 

解的性质

1． 0Ax 的解的性质。

如果 e ,,, 21  是一组解，则它们的任意线性组合 eeccc   2211 一定也是解。

  00, 2211  eeii cccAA  

2．  0 Ax

①如果 e ,,, 21  是 Ax 的一组解，则

eeccc   2211 也是 Ax 的解 121  eccc 

eeccc   2211 是 0Ax 的解 021  eccc 
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iA i  

  eeee AcAcAccccA    22112211

 eccc  21

特别的： 当 21 , 是 Ax 的两个解时， 21   是 0Ax 的解

②如果 0 是 Ax 的解，则 n维向量 也是 Ax 的解 0  是 0Ax 的解。

解的情况判别

方程： Ax ，即   nnxxx 2211

有解 n ,,, 21 

   AA   |    nn  ,,,,,,, 2121  

无解    AA   |

唯一解     nAA   |

无穷多解     nAA   |

方程个数m：

    mAmA   ,|

①当   mA  时，   mA  | ，有解

②当 nm  时，   nA  ，不会是唯一解

对于齐次线性方程组 0Ax ，

只有零解   nA   （即 A列满秩）

（有非零解   nA   ）

特征值特征向量

是 A的特征值  是 A的特征多项式 AxE  的根。

两种特殊情形：

（1） A是上（下）三角矩阵，对角矩阵时，特征值即对角线上的元素。


















3

2

1

 00
 0

** 





A
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   321

3

2

1

   
 00

 0
** 












 xxx

x
x

x
AxE

（2）   1Ar 时： A的特征值为  Atr,0,,0,0 

特征值的性质

命题： n阶矩阵 A的特征值的重数  AErn   

命题：设 A的特征值为 n ,, , 21   ，则

① An   21  

②  Atrn    21  

命题：设是 A的特征向量，特征值为，即  A ，则

①对于 A的每个多项式  Af ，     xfAf 

②当 A可逆时， 


 11 A ， 


 ||* AA 

命题：设 A的特征值为 n ,,, 2 1   ，则

①  Af 的特征值为      nfff  ,,, 2 1  

② A可逆时，
1A 的特征值为

n 
1,,1,

 
1

2 1 


*A 的特征值为
n

AAA

 2 1

||,,||,
 

||




③
TA 的特征值也是 n ,, , 21  

特征值的应用

①求行列式 nA  ,,, || 2 1  

②判别可逆性

是 A的特征值 EAAE  0   不可逆

EA   可逆  不是 A的特征值。

当   0Af 时，如果   0cf ，则 cEA  可逆

若是 A的特征值，则  f 是  Af 的特征值   0 f 。
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  ccf  0 不是 A的特征值 AcE 可逆。

n 阶矩阵的相似关系

当 UAAU  时， AB  ，而 UAAU  时， AB  。

相似关系有 i）对称性： ABBA ~~ 

BAUU 1
，则

1UBUA

ii）有传递性： BA ~ ， CB ~ ，则 CA ~

BAUU 1
， CBVV 1

，则

    CBVVAUVUVUVAUV   1111

命题 当 BA ~ 时， A和 B有许多相同的性质

① BA 

②    BA  

③ A， B的特征多项式相同，从而特征值完全一致。

A与 B的特征向量的关系：是 A的属于的特征向量 1U 是 B的属于的特征向量。

   

 



11111

11

                                 








UAUUUUAU

UUBA


正定二次型与正定矩阵性质与判别

可逆线性变换替换保持正定性

 nxxxf ,,, 21  变为  nyyyg ,,, 21  ，则它们同时正定或同时不正定

BA~ ，则 A， B同时正定，同时不正定。

例如 ACCB T 。如果 A正定，则对每个 0x

  0 ACxCxACxCxBxx TTTT

（C可逆， 0x ， 0Cx ！）

我们给出关于正定的以下性质

A正定 EA ~

存在实可逆矩阵C， CCA T 。

A 的正惯性指数 n 。
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A 的特征值全大于0 。

A 的每个顺序主子式全大于0 。

判断 A正定的三种方法：

①顺序主子式法。

②特征值法。

③定义法。

基本概念

对称矩阵 AAT  。

反对称矩阵 AAT  。

简单阶梯形矩阵：台角位置的元素都为 1 ，台角正上方的元素都为 0。
如果 A是一个 n阶矩阵， A是阶梯形矩阵 A是上三角矩阵，反之不一定

矩阵消元法：（解的情况）

①写出增广矩阵  A ，用初等行变换化  A 为阶梯形矩阵  B 。

②用  B 判别解的情况。

i）如果  B 最下面的非零行为  d0,,0  ，则无解，否则有解。

ii）如果有解，记 是  B 的非零行数，则

n  时唯一解。

n 时无穷多解。

iii）唯一解求解的方法（初等变换法）

去掉  B 的零行，得  00  B ，它是  cnn  矩阵， 0B 是 n阶梯形矩阵，从而是上三角矩阵。

则 0 nnb iinn bb   01 1 都不为0 。

      ErBA  行行 就是解。
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一个 n阶行列式

nnnn

n

n

aaa

aaa
aaa







21

22221

11211

的值：

①是 !n 项的代数和

②每一项是 n个元素的乘积，它们共有 !n 项
nnjjj aaa 

21 21 其中 njjj 21 是 n,,2,1  的一个全排列。

③
nnjj aa 

11 前面乘的应为    njjj 211   njjj 21 的逆序数

    
n

n

n

jjj
njjj

jjj aaa


 
21

21

21
211 

    
2

1211 2 


nnCnn n

代数余子式

ijM 为 ija 的余子式。

  ij
ji

ij MA  1

定理：一个行列式的值D等于它的某一行（列），各元素与各自代数余子式乘积之和。

nnAaAaAaD 2222222121  

一行（列）的元素乘上另一行（列）的相应元素代数余子式之和为0 。

范德蒙行列式





ji

ij
n aa
aaa

)(

111

11 


2
nC 个

乘法相关

AB的  ji, 位元素是 A的第 i行和 B的第 j列对应元素乘积之和。

njinjijiij bababaC  2211

乘积矩阵的列向量与行向量

（1）设 nm 矩阵  nA  ,,, 21  ， n维列向量  Tnbbb ,,, 21  ，则
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nnbbbA   2211

矩阵乘法应用于方程组

方程组的矩阵形式

Ax ，   Tmbbb ,,, 21 

方程组的向量形式

  nnxxx 2211

（2）设 CAB  ，

 sAAAAB  ,,, 21 

nniiiii bbbAr   2211

AB的第 i个列向量是 A的列向量组的线性组合，组合系数是 B的第 i个列向量的各分量。

AB的第 i个行向量是B的行向量组的线性组合，组合系数是 A的第 i个行向量的各分量。

矩阵分解

当矩阵C的每个列向量都是 A的列向量的线性组合时，可把C分解为 A与一个矩阵B的乘积

特别的在有关对角矩阵的乘法中的若干问题

 


















n

n








000
000
000
000

,,, 2

1

21 
  nn ,,, 2211 

对角矩阵从右侧乘一矩阵 A，即用对角线上的元素依次乘 A的各列向量

对角矩阵从左侧乘一矩阵 A，即用对角线上的元素依次乘 A的各行向量

于是 AAE  ， AEA 

  kAkEA  ，   kAAkE 

两个对角矩阵相乘只须把对角线上对应元素相乘

对角矩阵的 k次方幂只须把每个对角线上元素作 k次方幂

对一个 n阶矩阵 A，规定  Atr 为 A的对角线上元素之和称为 A的迹数。

于是     TkTkT 
1

    TkTtr 
1

  TT tr  

其他形式方阵的高次幂也有规律

例如：


















101
020
101

A

初等矩阵及其在乘法中的作用

（1）  jiE , ：交换 E的第 ji, 两行或交换 E的第 ji, 两列

（2）  )(ciE ：用数  0c 乘 E的第 i行或第 i列
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（3）  )(, cjiE ：把 E的第 j行的 c倍加到第 i行上，或把 E的第 i列的 c倍加到第 j列上。

初等矩阵从左（右）侧乘一个矩阵 A等同于对 A作一次相当的初等行（列）变换

乘法的分块法则

一般法则：在计算两个矩阵 A和 B的乘积时，可以先把 A和B用纵横线分割成若干小矩阵来进行，要

求 A的纵向分割与 B的横向分割一致。

两种常用的情况

（1） BA, 都分成 4 块











2221

1211

AA
AA

A ， 









2221

1211

BB
BB

B

其中 1iA 的列数和 jB1 的行数相等， 2iA 的列数和 jB2 的行数相关。













2222122121221121

2212121121121111

BABABAAA
BABABABA

AB

（2）准对角矩阵



















kkA

A
A






00

00
00

22

11

























































kkkkkkkk BA

BA
BA

B

B
B

A

A
A

00

00
00

00

00
00

00

00
00

2222

1111

22

11

22

11
















矩阵方程与可逆矩阵

两类基本的矩阵方程 （都需求 A是方阵，且 0A ）

  BAxI    BxAII 

（I）的解法：

   xEBA 行
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（II）的解法，先化为
TTT BxA  。

   TTT xEBA  。

通过逆求解： BAx  ， BAx 1

可逆矩阵及其逆矩阵

定义：设 A是 n阶矩阵，如果存在n阶矩阵H，使得 EAH  ，且 EHA  ，则称 A是可逆矩阵，称

H 是 A的逆矩阵，证作
1A 。

定理： n阶矩阵 A可逆 0 A

求
1A 的方程（初等变换法）

   1 AEEA 行

伴随矩阵

 Tij

nnnn

n

n

A

AAA

AAA
AAA

A 



























21

22212

12111

*

线性表示

 可以用 s ,,, 21  线性表示，即  可以表示为 s ,,, 21  的线性组合，

也就是存在 sccc ,,, 21  使得   ssccc 2211

记号： s ,,, 21 

线性相关性

线性相关：存在向量 i 可用其它向量 sii  ,,,,, 111   线性表示。

线性无关：每个向量 i 都不能用其它向量线性表示

定义：如果存在不全为 0 的 sccc ,,, 21  ，使得 02211  ssccc   则称 s ,,, 21  线

性相关，否则称 s ,,, 21  线性无关。
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即： s ,,, 21  线性相（无）关 011  ssxx   有（无）非零解

  0,,, 21  xs  有（无）非零解

极大无关组和秩

定义： s ,,, 21  的一个部分组  I 称为它的一个极大无关组，如果满足：

i）  I 线性无关。

ii）  I 再扩大就相关。

 I s ,,, 21     III s   1

定义：规定 s ,,, 21  的秩    Is #,,, 21   。

如果 s ,,, 21  每个元素都是零向量，则规定其秩为0 。

   sns ,min,, 0 1   

有相同线性关系的向量组

定义：两个向量若有相同个数的向量： ss  ,,,,,,, 2121  ，并且向量方程

0, 2211  ssxxx   与 02211  ssxxx   同解，则称它们有相同的线性关系。

①对应的部分组有一致的相关性。

421 ,,  的对应部分组 421 ,,  ，

若 421 ,,  相关，有不全为0 的 421 ,, ccc 使得

0442211   ccc ，

即  0,,0,,0,, 421 ccc 是 02211  ssxxx   的解，

从而也是 02211  ssxxx   的解，则有

0442211   ccc ，

321 ,,  也相关。

②极大无关组相对应，从而秩相等。
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③有一致的内在线表示关系。

设：  sA  ,,, 21  ，  sB  ,,, 21  ，则

02211  ssxxx   即 0Ax ，

02211  ssxxx   即 0Bx 。

s ,,, 21  与 s ,,, 21  有相同的线性关系即 0Ax 与 0Bx 同解。

反之，当 0Ax 与 0Bx 同解时， A和 B的列向量组有相同的线性关系。

矩阵的秩

定理：矩阵 A的行向量组的秩=列向量组的秩

规定   Ar 行（列）向量组的秩。

 Ar 的计算：用初等变换化 A为阶梯形矩阵 B，则 B的非零行数即  Ar 。

命题：   AAr  的非零子式阶数的最大值。

方程组的表达形式

1．

















mnmnmm

nn

nn

bxaxaxa

bxaxaxa
bxaxaxa






2211

22222121

11212111

2． Ax 是解   A

3．   nnxxx 2211 有解 n ,,, 21 

基础解系和通解

1． 0Ax 有非零解时的基础解系

e ,,, 21  是 0Ax 的基础解系的条件：

①每个 i 都是 0Ax 的解



世纪文都教育科技集团

地址：北京市海淀区知春路 1 号学院国际大厦 20 层 官网：www.wenduedu.com 电话：400-011-8090
38

② e ,,, 21  线性无关

③ 0Ax 的每个解 e ,,, 21 

③
/  Anl 

通解

①如果 e ,,, 21  是 0Ax 的一个基础解系，则 0Ax 的通解为

eeccc   2211 ， ic 任意

②如果 0 是  0 Ax 的一个解， e ,,, 21  是 0Ax 的基础解系，则 Ax 的通解为

eeccc   22110 ， ic 任意

特征向量与特征值

定义：如果 0 ，并且 A 与线性相关，则称是 A的一个特征向量。此时，有数，使得  A ，

称为的特征值。

设 A是数量矩阵 E ，则对每个 n维列向量，  A ，于是，任何非零列向量都是 E 的特征向

量，特征值都是。

①特征值有限特征向量无穷多

若  A ，     cccAcA 

   221122112211
22

11 



ccAcAcccA
A
A









②每个特征向量有唯一特征值，而有许多特征向量有相同的特征值。

③计算时先求特征值，后求特征向量。

特征向量与特征值计算

0,  A

  0,0   AE

 是   0 xAE 的非零解

命题：①是 A的特征值 0  AE
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②是属于的特征向量  是   0  xAE 的非零解

称多项式 AxE  为 A的特征多项式。

是 A的特征值  是 A的特征多项式 AxE  的根。

的重数：作为 AxE  的根的重数。

n阶矩阵 A的特征值有n个： n ,, , 21   ，可能其中有的不是实数，有的是多重的。

计算步骤：

①求出特征多项式 AxE  。

②求 AxE  的根，得特征值。

③对每个特征值 i  ，求   0  xAEi 的非零解，得属于 i  的特征向量。

n 阶矩阵的相似关系

设 A， B是两个 n阶矩阵。如果存在 n阶可逆矩阵U ，使得 BAUU 1
，则称 A与 B相似，记作

BA ~ 。

n 阶矩阵的对角化

基本定理 A可对角化 A有 n个线性无关的特征向量。

设可逆矩阵  nU  ,,, 21  ，则





















n

AUU






000
000
000
000

2

1

1



   nn

n

n UA 






 ,,,

000
000
000
000

,,, 2211
2

1

21 


 





















iiiA   ， ni ,,2,1 

判别法则

A可对角化对于 A的每个特征值，的重数  AEn   。

计算：对每个特征值 i ，求出   0 xAEi 的一个基础解系，把它们合在一起，得到 n个线性无关
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的特征向量， n ,,1  。令  nU  ,,, 21  ，则





















n

AUU






000
000
000
000

2

1

1


，其中 i 为 i 的特征值。

二次型（实二次型）

二次型及其矩阵

一个 n元二次型的一般形式为

  ji
ji

ij

n

i
iiin xxaxaxxxf 



 2,,,
1

2
21 

只有平方项的二次型称为标准二次型。

形如：
22

1
22

2
2
1 qppp xxxxx    的 n元二次型称为规范二次型。

对每个 n阶实矩阵 A，记  Tnxxxx ,,, 21  ，则 AxxT 是一个二次型。

  Axxxxxf T
n ,,, 21 

称 A的秩  A 为这个二次型的秩。

标准二次型的矩阵是对角矩阵。

规范二次型的矩阵是规范对角矩阵。

可逆线性变量替换

设有一个 n元二次型  nxxxf ,,, 21  ，引进新的一组变量 nyyy ,,, 21  ，并把 nxxx ,,, 21  用它们表示。

















nnnnnn

nn

nn

ycycycx

ycycycx
ycycycx







2211

22221212

12121111

（并要求矩阵





















nnnn

n

n

ccc

ccc
ccc

C







21

22221

11211

是可逆矩阵）

代入  nxxxf ,,, 21  ，得到 nyy ,,1  的一个二次型  nyyg ,,1  这样的操作称为对  nxxf 1 作了一

次可逆线性变量替换。

设  TnyyyY ,,, 21  ，则上面的变换式可写成

CYx 

则    nTTT
n yygACYCYAxxxxf ,,11  
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于是  nyyg ,1 的矩阵为 ACC T

  ACCCACACC TTTTTT 

实对称矩阵的合同

两个 n阶实对称矩阵 A和 B，如果存在n阶实可逆矩阵C，值得 BACC T  。称 A与B合同，记作

BA~ 。

命题：二次型   Axxxxf T
n 1 可用可逆线性变换替换化为

  BABYYyyg T
n  ~1

二次型的标准化和规范化

1．每个二次型都可以用可逆线性变量替换化为标准二次型和规范二次型。

也就是每个实对称矩阵都会同于对角矩阵和规范对角矩阵。

设 A是一个实对称矩阵，则存在正交矩阵Q，使得 AQQD 1 是对角矩阵。

DAQQAQQT  1 DA ~ ， DA~

2．标准化和规范化的方法

①正交变换法

② 配方法

3．惯性定理与惯性指数

定理：一个二次型用可逆线性变换替换化出的标准形的各个平方项的系数中，大于 0 的个数和小于 0
的个数是由原二次型所决定的，分别称为原二次型的正、负惯性指数。

一个二次型化出的规范二次型在形式上是唯一的，也即相应的规范对角矩阵是唯一的。

用矩阵的语言来说：一个实对称矩阵 A合同于唯一规范对角矩阵。

定理：二次型的正、负惯性指数在可逆线性变量替换下不变；两个二次型可互相转化的充要条件是

它们的正、负惯性指数相等。

实对称矩阵的正（负）惯性指数就等于正（负）特征值的个数。

正定二次型与正定矩阵

定义：一个二次型  nxxxf ,,, 21  称为正定二次型，如果当 nxx ,,1  不全为 0 时，

  0,,, 21 nxxxf  。

例如，标准二次型   22
22

2
1121 ,,, nnn xdxdxdxxxf   正定 0 id ， ni ,,1

（必要性“”，取 11 x ， 02  xxx  ，此时   00,,0,1 1  df  同样可证每个 0id ）
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实对称矩阵正定即二次型 AxxT 正定，也就是：当 0x 时， 0AxxT 。

例如实对角矩阵



















n 000
000
00 0
000 

2

1







正定 0  i ， ni ,,1

定义：设 A是一个 n阶矩阵，记 rA 是 A的西北角的 r阶小方阵，称 rA 为 A的第 r个顺序主子式（或

r阶顺序主子式）。

附录一 内积，正交矩阵，实对称矩阵的对角化

一．向量的内积

1．定义

两个 n维实向量  , 的内积是一个数，记作   , ，规定为它们对应分量乘积之和。

设









































nn b

b
b

a

a
a


2

1

2

1

, ，则   nnbababa  2211,  T

2．性质

①对称性：     ,, 

②双线性性质：       ,,, 2121 

     2121 ,,,  

      ccc ,,, 

③正交性：   0,  ，且   00,     



n

i
ia

1

2,

3．长度与正交

向量的长度   



n

i
ia

1

2,

00  

 cc 

单位向量：长度为1的向量



世纪文都教育科技集团

地址：北京市海淀区知春路 1 号学院国际大厦 20 层 官网：www.wenduedu.com 电话：400-011-8090
43

















0
0
1

，

















0
1
0

，
























2
2

0
2
2

，

若 0 ，则



是单位向量，称为的单位化。 11
 




两个向量  , 如果内积为 0：   0,  ，称它们是正交的。

如果 n维向量组 s ,,, 21  两两正交，并且每个都是单位向量，则称为单位正交向量组。

例 1．如果向量组 s ,,, 21  两两正交，并且每个向量都不为零向量，则它们线性无关。

证：记  sA  ,,, 21  ，则























2

2
2

2
1

000
000
000
000

s

T AA








则     sArsAAr T  , 即   sr s  ,,1  。

例 2．若 A是一个实的矩阵，则    ArAAr T  。

二．正交矩阵

一个实 n阶矩阵 A如果满足 EAAT  ，就称为正交矩阵。
1 AAT

定理 A是正交矩阵 A 的行向量组是单位正交向量组。

A 的列向量组是单位正交向量组。

例 3．正交矩阵 A保持内积，即

    ,, AA

 A

证：     ,,  TTT AAAA

例 4．（04） A是 3 阶正交矩阵，并且 111 a ，求


















0
0
1

Ax 的解。

三．施密特正交化方法

这是把一个线性无关的向量组改造为与之等价的单位正交向量组的方法。
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 c 12

设 321 ,,  线性无关

①正交化：令 11  

 
  1

11

21
22 ,

,





 

（设 122  k ，      111212 ,,,  k

当
 
 11

12

,
,



k 时， 12 , 正交。）

 
 

 
  2

22

32
1

11

31
33 ,

,
,
,









 

②单位化：令
1

1
1 


  ，

2

2
2 


  ，

3

3
3 


 

则 321 ,,  是与 321 ,,  等价的单位正交向量组。

四．实对称矩阵的对角化

设 A是一个实的对称矩阵，则

① A的每个特征值都是实数。

②对每个特征值，重数  AErn   。即 A可以对角化。

③属于不同特征值的特征向量互相正交。

于是：存在正交矩阵Q，使得 AQQ 1
是对角矩阵。

对每个特征值，找   0 xAE 的一个单位正交基础的解，合在一起构造正交矩阵。

设 A是6 阶的有3个特征值 1 （二重）， 2 （三重）， 1 （一重）

找 1 的2 个单位正交特征向量 21 , 。

找 2 的3个单位正交特征向量 543 ,,  。
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找 3 的一个单位特征向量 6 。

 654321 ,,,,, Q

例 5．（04） A是3阶实对称矩阵，   2Ar ，6 是它的一个二重特征值，

















0
1
1

，

















1
1
2

和

















3

2
1

都是属于6 的特征向量。

（1）求 A的另一个特征值。

（2）求 A。

解：（1）另一个特征值为0 。

（2）设

















3

2

1

x
x
x

是属于0 的特征向量，则














032
02

0

321

321

21

xxx
xxx

xx

此方程组 3n ，   2Ar ，   1 Arn ，基础解系包含一个解，任何两个解都相关。

于是，每个非零解都是属于0 的特征向量。


































 000
110

101

321
112
011




















1
1

1
 是一个解。





































060
066
0126

110
111

121
A




































 422
242

224

100
010
001

000
6612
066

111
112
011



















422
242

224
A

附录二 向量空间
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1． n维向量空间及其子空间

记为
nR 由全部 n维实向量构成的集合，这是一个规定了加法和数乘这两种线性运算的集合，我们把它

称为 n维向量空间。

设V 是
nR 的一个子集，如果它满足

（1）当 21 , 都属于V 时， 21   也属于V 。

（2）对V 的每个元素和任何实数 c， c 也在V 中。

则称V 为
nR 的一个子空间。

例如 n元齐次方程组 0AX 的全部解构成
nR 的一个子空间，称为 0AX 的解空间。

但是非齐次方程组 AX 的全部解则不构成
nR 的子空间。

对于
nR 中的一组元素 s ,,, 21  ，记它们的全部线性组合的集合为

   任意isss ccccL    221121 ,,, ，它也是
nR 的一个子空间。

2．基，维数，坐标

设V 是
nR 的一个非0 子空间（即它含有非0 元素），称V 的秩为其维数，记作 Vdim 。

称V 的排了次序的极大无关组为V 的基。

例如 0AX 的解空间的维数为  Arn  ，它的每个有序的基础解系构成基。

又如     ss rL  ,,,,,,dim 2121   ， s ,,, 21  的每个有序的极大无关组构成基。

设 k ,,, 21  是V 的一个基，则V 的每个元素都可以用 k ,,, 21  唯一线性表示：

kkccc   2211

称其中的系数  kccc ,,, 21  为关于基 k ,,, 21  的坐标，它是一个 k维向量。

坐标有线性性质：

（1）两个向量和的坐标等于它们的坐标的和：

如果向量 和  关于基 k ,,, 21  的坐标分别为  kccc ,,, 21  和  kddd ,,, 21  ，则   关于基

k ,,, 21  的坐标为

     kkkk dddcccdcdcdc ,,,,,,,,, 21212211  
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（2）向量的数乘的坐标等于坐标乘数：

如果向量  关于基 k ,,, 21  的坐标为  kccc ,,, 21  ，则 c 关于基 k ,,, 21  的坐标为

   kk cccccccccc ,,,,,, 2121   。

坐标的意义：设V 中的一个向量组 t ,,, 21  关于基 k ,,, 21  的坐标依次为 t ,,, 21  ，则

t ,,, 21  和 t ,,, 21  有相同的线性关系。

于是，我们可以用坐标来判断向量组的相关性，计算秩和极大无关组等等。

3．过渡矩阵，坐标变换公式

设 k ,,, 21  和 k ,,, 21  都是V 的一个基，并设 1 在 k ,,, 21  中的坐标为  kiii ccc ,,, 21  ，

构造矩阵





















kkkk

k

k

ccc

ccc
ccc

C







21

22221

11211

，

称C为 k ,,, 21  到 k ,,, 21  的过渡矩阵。

   Ckk  ,,,,,, 2121   。

如果V 中向量在其 k ,,, 21  和 k ,,, 21  中的坐标分别为

 Tkxxxx ,,, 21  和  Tkyyyy ,,, 21  ，则

 xk ,,, 21 

 k ,,, 21   Cyy k ,,, 21 

于是关系式：

Cyx 

称为坐标变换公式。

4．规范正交基

如果V 的一基 k ,,, 21  是单位正交向量组，则称为规范正交基。

两个向量的内积等于在规范正交基下的它们坐标的内积。

设的坐标为  kccc ,,, 21  ，  的坐标为  kddd ,,, 21  ，
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两个规范正交基之间的过渡矩阵是正交矩阵。

做题思路

先化简再计算

例 5．（03）设 n维列向量  Taa ,0,,0,  ， 0a 。规定
TEA  ，

T

a
EB 1
 。已知

EAB  ，求 a。
注意化简技巧（中间过程也很重要）

例 13．（00）己知
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*A ，求矩阵 B，使得 EBAABA 311   .

证明一个矩阵可逆切入点 行列式=0 ，证明 Ax=E ，

证明两式相等切入点 AB=某个等式=BA
（从对称性想到 AB 可逆 BA 也可逆的着手点 EBAEAB  ）

例 20．设 n阶矩阵 A和B满足等式 bBaAAB  ， 0ab , 证明： BAAB 
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